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RESUME Dans ce travail, la technique de régularisatiareggétique basée sur I'approche Crack Band est étudi'objectif
principal de ce travail est d'identifier les souscd’erreurs liées a I'utilisation de cette approdens le cas d’'un calcul de
structure générant des états de contraintes bidgioemel ou tridimensionnel. La prise en compte dedissipation
plastique dans la formulation de I'énergie de fisdion est également discutée. Des développemearttematiques et des
simulations numériques sont présentés afin de cenape les limites d’application de cette méthode.

ABSTRACT In this work, the energetic-regularization techméqbased on the Crack Band approach is studied. riaia

objective is to identify the sources of errors tethto the application of such technique under 2id 8D computational
analysis. The effect of the plastic dissipatiomlso discussed. Mathematical developments and rnicaheimulations are
proposed in order to assess the limits of applaabf this technique.
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1. Introduction

La modélisation numérique est un outil incontouteatans le domaine de I'analyse et I'étude destsimes/
ouvrages de génie civil. Elle contribue a la corhprsion du comportement mécanique des matérialiséati
dans les constructions afin de maitriser les méoas entrainant leur dégradation et permettre dnsi
prédiction de leur comportement sous diversesc#aliions. La simulation numérique du comportemeorn

linéaire du béton est confrontée a un probléme umnajle localisation dd principalement a la présedee
I'adoucissement. La non-prise en compte de ce piém® aboutit & une analyse non objective.

La propriété de I'adoucissement entraine une pelipticité des équations d’équilibre lors d’'uaealyse
quasi statique et une perte d’hyperbolicité powr analyse dynamique. Lors d’'une modélisation paméhts
finis classique, a l'intérieur de chaque élémesd,dhamps de déplacement et de déformation sotibgset les
sauts de déformations sont «reportés » aux frestiecdes éléments. Il en résulte une localisatioa de
déformations dans une bande dont I'épaisseur edtGiée directement par la taille des élémentss fii le
maillage EF est trés raffiné, la taille de la badddocalisation diminue également. Etant donnél'gnergie de
rupture est liée au volume de la zone de locatisasi la taille des éléments finis tend vers zér® structure
peut atteindre la ruine sans dissiper de I'énglfg§leE 84]. Pour remédier a ce probléme, différemeéshodes
ont été développées. On peut distinguer deux ahpsocCelle basée sur I'enrichissement du modéitireo
[P1J 87][PEE 01][DEB91] et une seconde voie basée sur l'enrichisserdenta cinématique du modéle
numeérique (Introduction d’une discontinuité cinéiaa¢ [HIL 76][BEL 88]).

Une autre technique plus simple mais trés utild#es le domaine de I'engineering est celle baséers
régularisation énergetique. Elle est fondée stitidation de I'énergie de fissuratio, comme parametre de

régularisation afin de remédier au probleme delisttion lors d'un calcul de structure. Issue @d@proche «
Crack Band » [BAZ 83] ou on suppose qu'une fisamanode | est étalée sur une bande de lardgdiénergie
libérée pour ouvrir une fissure est directemermt éd'aire sous la courbe contrainte-déformation.

Cette approche énergétique ne permet pas de réstgrobleme mathématique (perte d’ellipticité pmrte
d’hyperbolicité). L'énergie de fissuration est icti€e dans un calcul élément finis afin de présdevdissipation
et de la rendre indépendante de la taille des d@lgnimis, ce qui permet d’assurer une objectivigga-vis du
maillage et remédier ainsi aux conséquences nuo&side la localisation. D’un point de vue pratidaejaleur
de g, contrble le processus de dissipation lors de ¢gaattation du matériau a travers un parametre bbe the

comportement utilisée (loi d’endommagement et/ouptisticité). L'approche énergétique peut étreisdd
seulement si la formulation de la loi de comportenpermet d'établir une relation directe entre degmeétre de
la loi contrélant 'adoucissement et le parametye Cette relation directe est généralement obteoue yn cas

unidimensionnel, ie, dans un élément finis soumis1&tat de contrainte uniaxial. Cependant, iléargis en
évidence (flexion simple par exemple) [JIR12] [MAS[1lque méme si I'état de fissuration reste en mbde
(principe de base de I'approche crack band), I'é¢atontrainte n’est pas toujours uni-axial.

Dans [JIR12], Jirasek et Bauer ont examiné les cispeumeériques liés a l'utilisation de cette méthod
énergétique. L'influence du type des éléments fiissés, du schéma d’intégration ... ont été étsicién de
détecter les sources d’erreurs liés aux aspect€nmmumes. Dans le présent travail, on propose undeét
complémentaire. Les aspects mathématiques deaggiteche sont discutés notamment ceux liés a dmation
dans le cas d’'un état de contraintes non-uniaial€t 3D). Un autre aspect tres important lié prissence des
déformations plastiques (ou irréversibles de fagénérale) dans la formulation de la loi de compoetet est
également discuté. En effet, pour reproduire lemmmement non linéaire du béton, le couplage aagidsticité
est nécessaire. La non-prise en compte de ceswi#fons irréversibles dans la formulationgg conduit a une

dissipation erronée. Des développements mathémestisont réalisés pour comprendre I'évolution dedigie

de fissuration en fonction des rapports entre lesippsantes du tenseur de contraintes en 2D/3D. Ces
développements sont validés par des exemples ryueéri Les développements mathématiques ainsi gue le
simulations numériques réalisées montrent que agfroche doit étre utilisée avec précaution. It'éte
contraintes auquel est soumis I'élément finis d@atprincipalement la dissipation ce qui génére partoie
dissipation tres différentes de celle voulue patilisateur.
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2. Larégularisation énergétique
Dans une formulation de loi de comportement nogdlire, I'aire sous la courbe contrainte déformation
représente la densité d'énergie dissipée par deitéolume

w = [o,de, [1]

et le produit de cette quantité par la largeuradeoine de localisatiohreprésente I'énergie de fissuration

nécessaire pour créer une surface unité de figsnr@nergie dissipée par unité de surface)
G = r odu=hw 2]
0

Pour représenter le processus de fissuration ere mdgiazant et Oh [BAZ 83] considérent une disttiitou
de fissure constante sur une bande de lalyeure qui permet de calculer le saut de déplacemertomme le
produit de la déformation de rupture (d’ouvertueefsures)s’ par la largeur de la bande ce qui permet
d’écrire

G, =I°;uu:hj°2dsf [3]
0 0

En utilisant I'approche énergétique, le processusupture (de fissuration) dans le béton est gjosverné par
I'énergie de fissuration. La valeur de I'énergiefidsuration contréle le processus de dissipatans de la
dégradation du matériau via un paramétre de lddatomportement non linéaire qui contréle I'adoseisent.
Dans ce qui suit, afin de garantir une analyse reutté, une seule loi d’endommagement isotrope éeaupl
plasticité est utilisée [FIC93]. La loi s’écrit

g; =(1- d)aij =(1- d)CquI (& —£8) [4]

L'évolution de 'endommagement est décrite par loied’évolution exponentielle fonction de la défation
équivalente. Pour cette déformation, nous utilidarg&finition de Mazars [MAZ84]

d=1- ;e expB(E. ~£40) e =\/<€$ >2 +<5§>i +<53>i [5]

do

Et la plasticité est décrite par un critére de Nadautilisant la loi de normalité [FIC93].

& =/1d—5:j [6]

Ou A estle multiplicateur plastique & la fonction de charge (de compression ou de tractio

Dans sa version originale, le modéle ne permetlpdaire une régularisation compléte. En effeydlétion non
linéaire des déformations plastiques ne permetljgaablir une relation directe entre I'énergie dstiration et le
paramétre contrblant l'adoucissement. Ceci est blalgpour tous les modéles couplant plasticité et
endommagement. Les lois d’évolution de 'endommaggeret des déformations plastiques doivent perenatir
calcul correct de I'énergie de fissuration.

En ce qui concerne le modéle que nous avons cladiisid’obtenir cette relation, on néglige la disgion due a
la partie plastique.=&-€,=€. Pour un cas unidimensionnel avec un mode | dpgwation de fissure, on
obtient [MAT 10]

00 00 2

G, = hj E(1-d)e de = hj E(@exp[s(gdo —g)]}, de = hEae  p Boao (7]
0 0 &€ 2 B

Avec h la taille de I'élément fini utilis&t B le paramétre contrélant 'adoucissement.

Dans ce qui suit, nous discutons les problémesli@son-prise en compte de la dissipation plastities
aspects bidimensionnels et tridimensionnels de egtproche sont également évoqués.

1.1. Cas d'une analyse Unidimensionnelle

Dans le cadre d'une analyse 1D (Traction uni-axiplr exemple). La formulation proposée dans
I'équation [7] ne permet pas de prendre en comateli$sipation plastique. Afin de simplifier le aalae
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I'intégral dans I'équation [7], la formulation duitére de rupture duquel dérivent les évolutions di&formations
plastiques est modifiée. Le critere de Nadai esptacé par un double critére de Drucker-Prager

F :a1J2(5ij)+ﬁ1|1(&ij)_\’\(p)_wo [8]
Fe = ac‘Jz(&ij )+/5c|1(5ij )‘ wW(p) —W,
L'évolution non linéaire de la variable internegpique est remplacée par une évolution plastigqéaire :
W= pra+w [9]
La loi de normalité permet de calculer I'évolutida la déformation plastique. Dans le cas de |ditaani-
axial, on obtient :

__sdR __d(@-Wp)-W,) _
P= /‘dw A dw A [10]

La condition de consistandeé = —w(p) —w, =0 nous permet d'écrire

-~ . . . : ¢ P
a:E(g—sp):qp:q/hq[ngWJ [11]
t ij

L’évolution de la déformation plastique est ainshdée par

e v )

(12]

E+— O E+—J
dF, /dé, dF, /do

Avec cette évolution, la dissipation plastique pétre prise en compte, et la relation reliant ligie de
fissuration au parametrg contrdlant I'adoucissement s'écrit
Ee, E&yo

2
do
2 h B1-() [13]

G, = hj E(e"do exp[B(ego — €+ £p)])j£ =h
0

Avec ¢ = E/(E + #) . Le parameétre de I'adoucissement est donné par
F o
‘ 1 2Ehe,,

~@-7) 26, - hEZ, [14]
L’équation 14 impose des restrictions sur la tadée|'’élément fini utilisé. Le paramétrB est strictement
positif ce qui limite les valeurs de.

) 2G;
2G; —hEgj, >0=h<

15
t€do [15]

Pour illustrer le mécanisme de dissipation surasmiD, un volume élémentaire est soumis a la tractans
une direction. Les calculs sont réalisés en cartegilane et les paramétres du modéle utilisés soatampPa ,
G, =150N /m, E = 30GPa

Numeériquement, on calcule la densité de dissipamuation [1]) multipliée par la taille de I'élémtefini
h que I'on fait varier de 1mm a 1 cm. La valeur dedisipée réellement dans I'élément est compacsié
injectée comme parametre d’entrée. Les résultat®aparaisons sont illustrés dans le Tableau 1

Tableau 1.Résultats numériques d& dans le cas d’une analyse g , injectée =150N/m)

Dimension h (m) Sans prise en compte de| Avec prise en compte de la dissipation
dissipation plastique (équation 7)| plastique (équation 13)

le-3 2581,6 149.21

le-2 1730,8 150.01

le-1 1669,1 150.10

Ces résultats montrent clairement qu’en utilisant modéle élasto-plastique, si la dissipation dula a
plasticité n'est pas correctement prise en contigigergie dissipée réellement est trés différemeelle injectée
dans les calculs ceci conduit a des résultats Idalsarronés.
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1.2. Casd'une analyse 2D

En utilisant la méme loi de comportement, Matalialal [MAT 13] ont mis en évidence que, pour undas
flexion simple, méme si I'état de fissuration estneode |, la présence d’un état de contrainte iarbdifie la
dissipation a l'intérieur de I'élément.

Si on ne considére dans la loi de comportementégeroment développé que I'endommagement en
désactivant la plasticité (cela ne signifie pas wmom-prise compte de la dissipation plastique mais
désactivation compléte) et gi est le rapport de contrainteso, on obtient les formules suivantes pour le
G, [MAT 13] (0.2 est la valeur de coefficient de zu8) :

2

y<02=G, = hqlE(@+@J [16]
B 2
2

yz02=>G; = han[g—g) +€—;°j [17]

avec

= [ﬁl-Zw_WZ)},,Z . [M)_j [18]

@L-w) @-w) +(y-v)

Ces formules sont valables pour des rapports déraiotes positifs. Dans le cas de la présence d'une
contrainte négative (de compression), les formslast plus complexes. La prise en compte de la ipist
complique davantage le calcul @ . Les développements mathématiques concernantecesagpects ne sont
pas discutés dans le présent travail. Nous noasesgons principalement a démontrer les erreurd @queeut
commettre dans le cas d'une analyse 2D. Considérmonslume élémentaire soumis a un état de cotrain
biaxial avec un rappoypt=1. Les simulations sont réalisées avec le méme gpatameétres utilisé pour la
simulation 1D. Deux types d’analyse sont réalisks premiére avec une formule d& 1D (équation 7) et
l'autre en considérant la formule 2D (équation Ef).réalité, lors d’'un calcul de structures, ofiagitoujours la
formule 1D quel que soit le type d’'analyse. Le Eall 2 illustre la dissipation réelle dans I'élémdans les
deux cas d’étude. L'erreur commise en considéraatfarmulation 1D de I'énergie de fissuration est'drdre
de 25%.

Tableau 2. Dissipation réelle dans I'élément dans le cas damedyse 2D(G; injectée =150 N/ m)

Dimension L (m) Simulation réalisée avec laSimulation réalisée avec la
formule 2D (équation 17) | formule 1D (équation 7)
le-3 150.01 187.51
le-2 150.01 187.51
le-1 149.99 187.48

3. Aspects théoriques de I'approche Crack Band en 3D

Nous proposons dans cet article une expressiontaned de I'évolution de I'énergie de fissuratioand le
cas d'une analyse tridimensionnelle. Soumettonsvalnme élémentaire a un état de contrainte triadil
traction, I'énergie de rupture est évaluée par :

3 ©
Gy =h><[|§1(j)a|d€|] [19]

aveco, .¢,,1 =123les contraintes et les déformations principalesdanlirection I.
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Dans notre étude nous adoptdns 3/V,,_ . tel que

elem

de contraintes, /g, et y, le rapport de contraintg / o; .

Go_, &0 _B2) (Y@ )

1-2v+(? V(¥ t)s)

Gy_, _ & _ 102+ -v)

gy _

- 1
[ &
O3 _

- 2
g 0 &

-2+ @ =V)(y, 1)

V,.mest le volume de I'élément fini. Notonsle rapport

[20]

[21]

Selon les signes des rapports de déformationsdiistisguons quatre domaines. Le Tableau 3 illussequatre

différentes zones et les valeurs @gcorrespondantes.

Tableau 3 Formules deG, dans le cas d’'une analyse 3D

2
Zone | g = 51 - h,h [‘9;0 +ELB‘0]
_ @2+ @0+ )+ (- 2)
t 1-20+ (V2 =V)(Kh+ 1)
2
Zone2 «/<2v V) D)’ + (1 - 2) + (07 V) (4 +1)° G = [ 2 *g?J
1=+ @2 -v) () + 1)
N2 @ -0 +)?
Jones 1- 2V+(2V V)Wt V) G, =hn, [ do +€d0]
L 002+ @2 -v)(y, +D)? 2 B
- W+ (2 -V)(Wh+ 1)
@@ ) |
. e @ 0 G, =hn, [fﬁo +m]
L0, 0= 2)+ @7 0y, +D)° °
a7 W=V + 1)
Avec

2

@-3v + W) )AL+ y?

FY2)H 27 = V) + Ve + V)]

=

Q+v)A-2)A-2v + @2 V)1 + I

N2+ @2 1)+ (-2) @2 -1) D)+ (1 (- )+ v 1)+ D)

-2+ @2 =) +,)

-2+ @°=v)(h+,)

) - +a3)a- 2v)(1+y2+y2)+2<2v V) *+ ¥y + Vo)

3" 1+v)a- 2)[a- 2 + 2 -V)(y1+y2)) +(yy - 2/)+(2v2-V)(y +1)%]
\ - +a3)a- 2v)(1+yl +y2)+2<2v —v)(yl+y2+y1y2)1

4=

M+v)a- 2)a-2v + @2 -V)(y1+y2)) +(y Q- )+ @? -y, +1)?]

[22]

(23]

[24]

[25]

Les résultats de simulations sont présentés darebieau 4. La simulation porte sur un élémentalerae
soumis & un état de contrainte tridimensionnelexgy=1et y, =1 ce qui correspond & une formule G¢ de la

zone 2.
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Tableau 4 Dissipation réelle dans I'élément dans le case'analyse 3MG; injectée =150 N/ m)

Dimension L (m) Simulation réalisée avec laSimulation réalisée avec la
formule 3D (Zone 2) formule 1D (équation 7)
le-3 150.01 250
le-2 150.01 250
le-1 149.99 249.85

Le tableau 4 lllustre la dissipation réelle darééiment dans le cas d'une analyse 3D. En utilisaet
formulation G, issue d'une analyse unidimensionnelle I'erreur wise est considérable. L'énergie de
fissuration réellement dissipée dans I'élémentrést différente de celle injectée dans I'élémemiti@irement a
une formulation 3D qui permet une conservation'éeekgie.

4. Conclusion

La méthode de régularisation énergétique est uih prattique qui permet de remédier (completement ou
partiellement) au probléeme de dépendance aux mesldors d'un calcul de structures. Cette méthage,
permet dans certaines situations de faire un gairtemps de calcul considérable, doit étre utilisgec
précaution. Dans un calcul de structures généragtat de fissuration en mode |, les éléments smunhis a des
états de contraintes treés variés. Le parameétra e de comportement qui permet d’ajuster I'adesement afin
de contrbler la dissipation de chaque élément aktulé en supposant un état de contrainte uni-agiati
conduit & fausser (surestimer ou sous-estimer)idaipétion dans les éléments qui subissent des émt
contraintes non uniaxiales. La prise en compte el'formulation deG, qui tiendrait compte de I'état de
contrainte permet de conserver la dissipatiGn iGjectée =G, dissipée). Néanmoins, chaque état de contrainte
génere une formulation différente et étant donne Igiat de contrainte auquel est soumis I'élénfmtvarie
pendant le calcul, il devient difficile de tenirropte de ces formulations dans un calcul élémenis fUn autre
probleme lié a la présence des déformations plesigirréversibles) a été discuté. Les aspectst AD eelatifs
a ce point n'ont pas été présentés. Seul le cas a6 discuté. Mathématiquement, I'intégrationaddissipation
plastique dans la formule d8, n'est pas une tache facile. Cela dépend prinaipathe de la formulation de la
loi de comportement. La non-prise en compte ddidaipation plastique dans la formulation de I'gierde
fissuration conduit a des résultats erronés. Qesiex peuvent étre amplifiées dans le cas d’'undétabntrainte
non uni-axial.
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